15

Hasta el momento presente, la gravegéd y el éctémag o son dos fenémenos
distintos independientes,-con diferdncias fisik8s cldlitatjugs. La teoria de la relatividad
general elimina el concepto fuer, @ a a distancia instantanea,
demostrando que la materia se@nueve § ageometria de métrica cuadrimensional
espacio-tiempo, siguiendo los%uerp éoria e son las lineas geodésicas en
dicho espacio. & : B (Q
. A
La presencia de materlgh&hodiﬁca la §geonﬁ'a,le del espacio-tiempo en la que se
mueven otros cuerpos @uiendé"sus /irgleas _qefodésicas. Sin embargo en las teorias del
electromagnetismo, e conc@o de fuerza (fuerza electrodinamica de Lorentz) se
sigue manteniendo, {gﬁr lo g& el e/ectforl%gnetismo tiene un caracter fisico diferente
de la gravitacion. @mﬁemos tamb‘éégj', como el experimento de Wilson confirma
atwzidad general'aplicadas al electromagnetismo en sistemas no
]

T

las ecuaciones deda rel

inerciales en roé,%‘?v @ ]

o
En este capi] S cofsentaremos la t_e@'h-de Kaluza y Klein, quienes plantearon la
posibilidad @& elipfhar el concep fuerza electrodinamica sugiriendo, en analogia
con la gravitacioR) la posibilidad de que el potencial electromagnético A* modificara
la geometria del espacio tiempo. Para ello postularon la existencia de una cuarta
dimension adicional de tipo espacial, a través de la cual se manifiesta el
electromagnetismo.
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También comentaremos como se modificarian las ecuaciones del campo
electromagnético, en el caso de que los fotones tuvieran masa, cuya posibilidad deja
abierta la teoria cuantica de campos y veremos que, en este caso, la materia tal como
la conocemos no existiria. r{",’"

De acuerdo con; de rave ".. fi i eg{un‘{ampo G definido
por e " Q?’

Do S8 &
siendo p, Ia,-ﬁ‘e'r%&ﬂaﬁ de ma @Capqﬁa gravitacion, G
es la constahte univer Q'-:} <

La densidadkd&tu.erza-’f' 0 %a*e p’g4 Situada en el

S
] 2
Q@
'*9"
e &varse este de una funcién
L/
w

f

=

Como divergencia delcampo es{t? es
potencial escalar é.,:

gue verifica entonces la ecuﬁm de P_oiss
i Vz(Zi':g
o

> g
Por el capitulo de teor(a covétsgnes, _&;_bg{qﬂos que la densidad de masa al igual que

la densidad de carg es dp invariante refativista, por lo que las anteriores férmulas
no son covariantes y*habrg;gue modificarlas para que sean invariantes relativistas. Sin
embargo, si en p “erjﬁ%;imacién sideraremos el caso del limite no relativista
con v/c — 0, cesJdas anteriores ecuaciones se pueden derivar por variaciones a
partir de la (ieau‘@dﬁrangiana
L1 ~ 1 = 2
XL o C o, -l
materia libre interacciéon g.m. campo g.libre

Las ecuaciones de Euler-Lagrange, tomando a las x! como variables de campo para la

variaciéon, nos dan la ecuacion de movimiento de Newton en un campo gravitatorio
d*x -
ae = V%

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Tomando a @, como variable de campo para la variacion, se obtiene la ecuacion del
potencial en funcién de una densidad de masa fuente como origen del campo
gravitatorio

&
= 4GP,y (%, 1) .{{?
Obsérvese, que en el ,or/ al)se integran la fgierza sobre la materia y el

-: la teoria de Newton son conceptos
[\hace una ent/ﬂGQS/oan//C/ta de la
'..I/OS CUBTPOS et%s a un campo

' *tant@#’ la tegk@ v, jonal, contiene

cih vect @.las eauaaones de

Se puede ag’flzar tode, lo ' i , /ant@/ vemos que, al
no dependdr la /agra iCii I g/a Edebers conservar.

'otrop/ e % nde que se debe
conservar el momento lineal y angular. Sij ar, ter grangiana no es un
invariante ante las transformaciones de POI é, por &e@ la de@ modificar para ello.

%

La interaccion grawtator/a actua sobr odas /a%rmgs d@@a energia con la misma
constante universal de acoplamie ag fasfna @ct/va y de largo alcance
ag = Gm2/hc = 10738, donde G &'la conﬂnt gréilitacion universal de Newton,
y my, es la masa del proton queé@ tom% m# a. Por ello, es imposible aislar
ningun sistema de la gravedad@

é‘«”
Potenciales esca@'res §sta cos\covarlantes

potencial creado p
separados. Adema
masa inercial c
gravitatorio sufri /a misma aceleracio
mucha mas informacion que la /'m;;é
Newton. : T e e

.r'n-'rr

Hemos visto en el ca@;ulo da‘i}teorlas mvaé{antes gue el cuadrivector de momento de
de una particula cor}.?’uasa g&reposo miQ ene dado por

95 = (ymqc
siendo el cuadra&ogg velocidad
@@‘9" & Wz o= (reviD
&
Si suponemos qgg la particula se encuentra en un campo escalar @,de forma que
existe un sistema inercial S, en que la energia total constante viene dada por

ou) = (mc,p) = (E/c,p)

'ﬁcm

?
E =P%+m@, = myU° <c+Tg>

Enrique Larrea Bellod
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Evidentemente en dicho sistema inercia S, deberd verificar la condiciéon de potencial
estatico

09

dx° {5,

el momento, s%ﬁbtiene para este caso, la

De la condicién de invari
ecuacion de momentozen

8 Pl
= m’ ‘o
El cuadrivector de fuerza sobre una partic dgg:%r
a0 & @9
f_-"“"““-.‘-: o { OC%&‘ {b‘
. A r "a' .
Para un smtﬁia 0, ‘ nte,@de%s Se{iéﬂca que
~ O 0 o é’ 2
lo que implica que - ) ‘Gé? 5 @
: & ~ Q

El trabajo realizado por la Eerzaﬂé?é ent@‘%b‘? .§

Todo esto, es equi _
lagrangiana del a p icul%@n la interacci

&

é" \'? _ 0 —
S Ling = — (moc +—20,) VU
S o ™ o)

1

DOr.
=1

L
La variaciénau a@n vendra dada
&
@'\3 &y b

5s ©_s f (moc +%¢g) JUzdt = —§ f(mcz +m@,)dr

t1 T1

siendo

ds = cdt = \/c2dt? — dx? — dy? — dz? = cdt |1 —u?/c? = y~lcdt

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Estas ecuaciones, nos dicen que la energia potencial escalar es equivalente un
incremento de la masa de la particula en una cantidad my@,/c? lo que estd de
acuerdo con la equivalencia energia y masa de Einstein.

&
Sin embargo, debe observarse que esta racion de energia.g%ética y potencial solo
j ' paradas con laéu’e la luz, y que para

Las ecuaciones de

seran en este cas
Olmgy o
0x% @ dt

Para un sistema cerrado en que m, e__fi?ma cofisfantey se mérifica la condicion de
ortogonalidad entrelos-cuadrivectores‘gg fuerz v

F U = P, ;__fméL%{?oz (), S0,

dl‘-? T

O
y por, tanto de la relacion }é;llo =§1}’$‘olv a obtener la ecuacién de
conservacion de la energia @ &; g

S 5 diX ‘ébo T ol d
cdx = C— = | & E 0 _9_ -
ff dx ff It dt by?’ Uydt ? Foc cf(cm0 920 de (ymoc@,)) dt

- 5
Si existe un sistema ingtial S‘g?en que el |
o o
entonces, de la ultimrac"fcuac@ y de |a-"§6

o 2 % iy _ rte
"y myc® + my@, = C
S | R
Esta ecuacion, odeﬁios reinterpr para cualquier sistema inercial como la
ecuacion de ccy‘% ??n de la energia
iy £
L mec? +m
FOE oo g,
© 1—u2/c?

La energia cinética E, viene dada por la expresion

otencial sea estacionario con 9,8, =0,
icion de F*, se obtiene que

E.=E—-m@, —myc? = myc?(y — 1) = mc? — myc? = Amc?

Enrique Larrea Bellod
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Al igual que en capitulo de teorias escalares, en este caso se puede establecer una
analogia con el principio variacional de Jacobi y el de Fermat, si reemplazamos los
integrandos de la accién a lo largo de una trayectoria por

&
Py ‘E? P,
2, o xé
S= | my (1 + C—Z) s o 2N oE—=V)ds _ -2‘7"‘" nds
h 77 ) A
potencial es gim.i.p'de Fermat
Si utilizamos codfdenadas generalizada &xepgesentado por una
métrica de la forma $
SO
Ay {P

toman la expresion ‘_Sd)
&

, .
d—?' E?%%%)
<
3 R

que se puede rescri?}’com

)

1
2

Mo 99, (E%)
c?2 dq¢t \dt dr

R
El hamiltoni arafina particula sorrietida

que nos vuelve a confirmar que m@,/c* actla como un incremento de masa, y
donde P, el momento canénico conjugado

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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OLymg
aq*

Do =

Sin embargo, ds? en funcién de Ias coordenadas generallzada;.f-_mo tiene porque estar

representado por una forma }7 ca diagonal, y de manera‘-‘b’eneral puede adoptar

as coordenadas
a las lo largo de

y donde 7 es u arémetro arbitrario del
generalizadas, alnque habitualmente ep

las trayectorias deI espacio
plano de Ml?ko er
&
L .
En este caso, ccion vena
. 581
Si llamamos
las ecuaciones de mowmen@cgendra do nula la variacion de la accion

y las ecuaoones
e

d 0Jap dq* dq”

’ dq“dqﬁ dqt dt dr
9eap~qr dr

En el caso de E%a particula libre en que @, =0, las trayectorias son las lineas
geodésicas de energia constante definidas en un espacio de Riemann definido por la
métrica

g
dq“M
B dr dr

ds? = gyapdq®dq?

Enrique Larrea Bellod
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La particula se mueve entonces en una trayectoria que maximiza el tiempo propio.
También se puede decir, que si el potencial escalar es distinto de cero, las trayectorias
de movimiento siquen las curvas geodésicas de una particula libre en un espacio con
la métrica .{?

ds? :.,i,‘“ +¢g/cz)zgaﬁ gFdq’

3 13: %o di@-@que ur;Qso;‘tfo es de tipo

Este espacio en eral | 3
Riemann, si en un entorno suficiente pe de cu@‘e’juier p @espacio, este se
puede aproximaripor un espacio plano a eo. !

v
o WS SF o
- 2 - J .
d3* = (1 +%&gm_. dq" NG g40°dq" & < @ﬁa& = &ﬂdq“dqﬁ
L ..5.b :O 5 E &cz +mg,
Metrica en espacio no euclideo y #@tricén espacio euclideo
i y, )
A la particula en este nuevo este espaci@ASe Ie&d@oc%&ﬂa lagrangiana Ly,
; o~

que es semejante a la de una pérticula@e

L

Los momentos candnicos asociigs se
&QQ P
o

la energia, no todo los p, y g% son

o
Debido a la condicion_ge la @nsta
ue se construyese sobre ellos serfa nulo,

independientes, por I%ﬁue elshamiltor

ya que seria '
.,.;E‘/? & Pad®
e a'l S

fé
s

En este caso, alﬁma a como ;; os en el capitulo de teorias covariantes, se

puede constru@]qg toniano medianté los multiplicadores de Lagrange empleando

como restri la &€uacion de conserVat

las ecuacio o@ tas de movimiento.es

donde g*fes la matriz inversa de g, y donde los momentos g, verifican la ecuacion

G Babp = Emy

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



15 Teorias métricas del campo electromagnético

Las ecuaciones de movimientos en este es espacio riemanniano son las geodésicas,
que vienen ahora representadas por las ecuaciones canénicas

Desarrollaremosm@ algun

Como ya he 0.5“91*7%

d 1 g 583

E 5 dqa qu gu?i‘[

9aB g7 dr &
Evidentemente estas ecuafes repﬁe;?

entre dos puntos P; y P7t.; el espaciéses

geodésicas en dicho espagio. 5
| AN
Teniendo en cuenta q4s a =l
P @ 0
’b .

Desarrollando las derivadas obtenemos

d*qP 004, dq*dqP 10§,5dq*dqP _ dqPf d?3 ,d5

Gpugez + aqf dr dr 2 dq* dr dr = 9" qe2/ dr

Enrique Larrea Bellod
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Puesto que gup = gga. €l segundo término se puede descomponer como la suma de
otros dos

d*qf 1(93 g 0§ap\ dq® dq? B d?3s ,d3
Fpu q2 - an Bu _ “B ii=g~a :a._dﬂ — [—
dr dr dr l?dr dr?/ dz
Se definen los simbolos imera y segund%speoe como
L
- g@) o
Dt ) ol 9
) 00, O
JxH iy
L./ s ©
La magmtud'gs&g;\kka titde St p'efe@a sal t@) tris%g‘:xﬁ .y sin tilde
al tensor swt;ir;uiba = . ' \r}oQb @
En funcién o simbales; i para %%e#siqée pueden toman la
forma ' & O M~
ol © ’#dqﬁm;‘hqﬁ ds
9B g2 ,..ff‘ﬁ’ dr dQ@ W "a1.97% ar
g S K . .
Si tomamos como parametro par edir al@ r e I@rva § el tiempo propio crt,
serd d5/dx® = 1, y las ecuacion se sim c ?
% qB + "‘“rdq“
d‘[z : E d
Si multiplicamos por ”@ la anterltfr ecua para las trayectorias geodésicas
adoptan también la ex ion ¢ 3
P P! N

& Q‘dZJ .a" qdqﬁ

,C_? ‘T" T f Bidr dv
gue también pod@nos ﬁﬁ)ir como
5y d’q* L dq“dqf

+
|
(e

(..-
\ab' § A5 Id§ ds
Por cada p% a@? espacio de Riemal r pasa una unica curva geodésica para cada

direccion t = dg*/ds que es tangente a la trayectoria geodésica.

En un espacio plano, los simbolos de Christoffel son nulos F;‘B =0, y las curvas

geodésicas son rectas, que representas a las curvas como menor distancia entre dos
puntos.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Las curvas geodésicas tienen otras propiedades de interés.

La variacién de vector tangente a lo largo de una curva geodésica viene dado por

segln la ecuacion de la geodésica por o
¥
~u )

: F“Btadqﬁ % ":-EJ

geodésica.

En analogia se dgfinetla-or
A*(q%) a un puaito proximo (q% + dgq

z‘_‘\. =
- ; .
Se denomina derivada covariante del vec@r con @e Jl@")
. =
A = d A" d_erc/l#(qa+dq“)_ @1 +d$)é?_l$w o =Jl“ +f“ o
BTdg T e ™ U 6q@'\
La subida y bajada de indice s’;fe a t@%@ten@metrlco Jap Y de su inverso

G*®. El covariante A, se obtie edia .‘*
ﬁ '
A A
e
é‘" A=
[y
Se define de igual forma‘é‘p diferéncial dpva te de un vector contravariante como
-~

“\-

. A,
deA,(q%) & A +dq@ A (q“ﬂ&q“) —(

”aﬁm) dq® = A,zdq”

ada covariante del tensor métrico es nula

L -
Una propiedad wg.:’ortafes que la deri

R
(..- cYap _

e M y

De acuerdo% (lgoenterlor la ecua e la geodésica se puede escribir como
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La ecuacién para una particula libre sobre la que no actla ningln campo sera
entonces

i3
&
de Minkowski g, se mueve a lo largo de
e de/ vector taggente es nula, es decir para

Vi ue correg@nden ﬁem@'a aquellas en

ur If.fptreqﬁ ,oum‘%s\ =

&( a\ particuld sigu \Qn@ una geodésica
Scpaci on/ar?é\ri aﬁ.g,

Veremos que- IO~ Jivalendia e;@ablece@a%n%% mas fuerte

postulando gue es‘; e .@e crea ﬁo@n fisigd real del espacio
tiempo con una meétrica §uz. i %ﬁ‘ &

Una propiedad importante como veremosas ad nt &q & derivada covariante
se transforma de forma tensorial an@n capiDr % co nadas. Esto avala el
principio de equivalencia que imp/icq::'bue to /Jbs/st acelerados deben ser
considerados equivalentes a /os___s_is,tﬁas inerg sé#s fori ue las leyes fisicas sean
indistinguibles entre elfos y.adop,ote na forghd colarianes

Todas la fisica del movimiento &sta cor&/dhen e@bnsor métrico y sus primeras
derivadas a través de los simbo@ de ?O@ de forma tensorial covariante.

Sin embargo, hay una serigde magn tl{?s f mentales que dependen de los
simbolos de Christoffel qu eterminarﬁlas ug®Bnes generales del movimiento. Una
de ellas es el tensor de ca{\?’atur Se puede dffinir el tensor de curvatura a través de la
derivada segunda covartante @n carﬁbo“yectorial cualquiera como
& o ~
é}& ,E?ﬂ”;a;ﬁ _ dq”'%ﬁ =R pA°
siendo el tensor c't.ff%urva a é;f
S5 e

‘a'c Boop = Oplao |

iy £
La condici¢ ceﬁ@a y suficien
Minkowski u&@das las compo

L

B B RP _ FH P
pﬁ+l" I rr.T

a'lb’ ao pa ﬁa’

3 que espacio sea un espacio plano de
del tensor de curvatura sean nulas.

El que exista un tensor de curvatura no nulo esta relacionado con que la diferencial
covariante d.A*no es una diferencial exacta, y por tanto la integral a lo largo de una
cueva cerrada no se anula, lo que significa también que el transporte paralelo de un
campo vectorial a lo largo de una curva cerrada no vuelve a su estado inicial.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Sea q*(5, @) una familia 1-paramétrica de geodésicas donde @ es un pardmetro que
identifica la geodésica, y § es el anterior parametro a lo largo de la curva geodésica.

Un vector tangente a la geodésica en un punto de ella, viene dafgbo por

o 222N
Alo largo de unfe (LN \ |
93, iy

s, | . ... 3 ) ﬁ’
)
WK
L v' tB lw) "4.,.

- Ay o = ! CQQ “
Sea [* el vec}‘eﬁd&q&mf e_s»@cién e ge icas proximas
con el mismo pardme © S5

;i ¢ @
* | N L
— Goyudl 8P & &
Fos e .S T
Se verifica entonces; : - Q).} §J

d

A Bk, o ﬁaqa @ & o
| B w B H zajp
& ~os 'l B55 T £o5 T last!

De igual forma, se demuestra quga deri‘@a s@mdaﬂpvariante viene dada por

efMna geodésica temporal, y préximo a
propia geodésica serd d§ = cdr, y

Si consideramos un obser@or que se mue

él se observa una partl’c@ que ?mue&e e
3 5
.

& )

Enla aproximaciqg-"

S e .
%gﬁﬁ‘: 60 00" F[ft)rlfo - F;flaré)o ~ _60(1—‘:0
De la definigig e,lés simbolos de.( + el se deduce para un campo estacionario
&; i’ i
[0%’31 w1 99ou n 0gou  9goo _ _10goo _ _ €0Yqp
T2\ 0x0 0 0x0  oxH 2 OxH 2 OxH
€ Yoo € Yoo
O def SOU — _ GOH ~ — _ ou
o0 £ [00,u]g 2 9k 2 9%k
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y seran por tanto

En primer or

particula se/m :

] i F]
El observador puede i,nterpret'ar queig}té ac L& na &za inercial Fi(g*) de

forma que

. ~,
o en forma vectorial h@r

r
Es decir, el obseriét/or intérpreta localn
mueve en el e t] _@po sequn la _'
actuase una fu al gradiente "L (
Veremos m que el principie
condICIon d y le da un caracts un/versa/.

nte el movimiento de la particula que se
20désica con la geometria de §az, como si
ampo en un espacio p/ano

En la formulacion relativista, la naturaleza de la interaccion del largo alcance de la
gravitacion estd relacionada con el hecho de que su fuente es la masa-energia, y el
momento de la materia y de la radiacion es conservado. Como el propio campo
gravitatorio también tiene energia, este se suma las fuentes, y hace las ecuaciones de
campo sean no lineales.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Movimiento relativista en un campo escalar débil

Analizaremos ahora en detalle el movimiento de una particula en un campo escalar en

su trayectoria geodésica. F

o . _ A .
Supongamos que el campo gs€alar |I en el sentido dq;que la energia potencial
my@,, es mucho menor el faide’la_particula en rﬁoso myc?, y su velocidad
es pequefia compara 7, por.loigue se vegiica

En este caso, la§ ecuaciones de movin

, sere en@«
¢ &
) (]

' <
Aol

) . .
g Ia@rlca debe ser similar
1

erflparemos mas adelante

52 = §opdxTdxP = -gogdx'(’dxﬂg - (d@r
Por tanto, la ecuacion de movir&lﬂgﬂo tolp

1 dxt

4 §-—11
dt u? d - [ I
cy,/g - 23 v (oo =%
00 ngr '-.":'.'és %0 9'

%
S

B ,~ uz 04
2 |Goo -z
Para un campo débi‘l»?& de @erar quég '

€8 goo ~ 1+ Agoo CON Ao K 1, tendremos

5 u? Agn U
L ol 0072 [ goo_c_2~
'EL;-J = . =~

y por tanto, la ecuacién de movimiento se reduce a

d (1+1A~ )dxi _ c20Agoo
dt 2590 )47 | T2 a4
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Si comparamos esta ecuacion con la que obtuvimos anteriormente a partir de la
lagrangiana, vemos que debe ser

20
~ 9
AJoo =—— rﬁ?
- ¢ o
. S o e W5
Por tanto, en la aprOX/ma dn de campe débil, la part/cu ue la misma trayectoria
cuando se considera gaé'se mueve en la geodésica de urEspacio de R/emann con la

métrica

que cuando el WCIO es e

constante -~..._\ S "b'.

Lesl.: ( . G0N Qb @
Sin embargo no e§'s o-una analogla_\ atemg tﬁ% @ére que el principio de
equivalencia de Einstein, veremos que p@ula q pdhenci , realmente crea una
distorsion fisica en la_geometrla del GS?IO tie Ca Jap-
Para ver la relacion entre la geometrn iema etria plana para campos
débiles estacionarios,y su_implicagfon en rlﬁplo equivalencia, es hacer un
desarrollo perturvativo del tenso étric%ﬁ e D)

- L]
a' Yap é‘* 4

suponiendo que e K 1y Yap €S LFT Bicio e no depende de la coordenada
temporal xo, Y Iuap = dl@(l -1, —1 + 1 —1)"% el tensor métrico correspondiente a
n coordenadas cartesianas.

ds\? dx® dxP u? dq®dq?
( ) = gaﬁdi\”dxﬁ & —u+e =c? (1 T eap g0 dx°>

dt dt dt
Si considerem campo es débily bajas velocidades, mantendremos solo los
términos de en en ey v/c,€dMHo que se aproximara

ds\?
(E) ~ c2(1+ €yg0) = *Foo

La trayectoria geodésica viene dada por

d2x0+F dx® dxﬁ
dsz ' g5 ds

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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y como

~
=

Todt dt c2(1+ ey00) 1+ €¥o0)
£
en primer orden sera W, o

dx®dxP  dx®dxP /dt\* dx®dxP 1 8y
_ ( ) _ B

ds d§  dt dt

591

LS .
Vemos que c?ey,,/2pdesempena el-papel de un potencial escalar como en la

mecanica, cuyo gra@m‘e detérmina la trayectoria de la particula.
o

" ;
Comparando con-&¥caso é%‘terior tenemc
5 '
‘ac QI @ —
y.& YTl
L

(q-b
@‘%U@{j‘? goo%o=1+%

Un hecho relevante es que la fuerza que ejerce este potencial sobre la particula es
proporcional a su masa inercial, por lo que dicha masa no aparece en la ecuacion
dindmica. Por ello este tipo de fuerzas se llaman inerciales. En los sistemas acelerados
también aparecen unas fuerzas ficticias inerciales, y el principio de equivalencia fuerte
de la relatividad general, postula que estos sistemas acelerados deben ser equivalentes
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a los sistemas inerciales con un campo escalar, y que todas las fuerzas inerciales y las
originadas por los campos escalares son indistinguibles localmente

i
El elemento métrico, serd entonces \\ {\ [

il ;. 8 ) 9.,
,Ir-—_"“““-,. - A r - dx@'.}g: dz@t
(9 rQC @
! y L
o en coordena fériéié_fs 4 g'- .,5

. s o
e & L
a5 = (1=279) (@x")? *ﬁm‘?(de@’senwdw)

=C2r 2
R TS
Como @, tiene simetria esférica, L&ﬁe espe@ [ grés éesentar el tensor métrico y

el hamiltoniano en coordenadasquneraliibas ericakly

o 13
Puesto que d3§? debe ser aden@s inva%?

te Igsdiransformaciones de Poincaré, se
demuestra que un tensor faétrico g pl tas condiciones es el elemento
métrico de Schwartzschild 4 '

.
a5 = (1- “—Sbe'&).@")z —
r? (1% 4 Bs
§oa e
donde ag y B sor_m:.gibs congante. ‘_ ¥
Para ag = Py =%er&£ el espacio ti

L) fe
Puesto qu;@nzﬁ | tensor métrico
para el hami a£3la expresion w

—r2(df? + sen?0dp?)

po de Minkowski plano.

¥/

iagonal, su inversién es trivial, y se deduce

@ 2 as B 1 1
H :—0 <1__S _S)~2__(~2 _~2>
mg (1 %_l_ﬁs)-l- r +T‘2 br 72 Do +sen26p‘p
r o or2

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Para el caso de potencial gravitatorio débil, vemos que podemos identificar

Puesto que ademé ahora
constantes Iqﬁm@_‘éi\to. -
&

€ o

@ L
El movimiento de la coordenada—raﬁy anq@r@nbti@ a partir de las ecuaciones

. \ g
candnicas de movimiento

-{;5-“' g‘ a -~ A\ c?r
De la ecuacién.q =ﬁo se obtiene -, por lo que la anterior ecuacion se puede
integrar por c ’[Lﬁ, para obtener | { rayectoria orbital.
La presenci téféhino Yoo difererite ded en la parte temporal de la métrica, hace

que el tiempo olucion de una orbfta se vaya retrasando.

Siintegramos, por ejemplo, las ecuaciones de Lagrange-Euler para una orbita
planetaria circular, en cada periodo se retrasa un angulo de 6 =~ 6mGmg/c*R.

Esta desviacion ha sido observada en el retroceso del perihelio de Mercurio, que esta
lo suficientemente cerca del Sol para que sea necesaria una correccion relativista.
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Relatividad en el tiempo en un campo gravitatorio débil

Si comparamos los intervalos de tiempo propio en dos posiciones fijas R y R', ya que
ds = cdt = dt,/1 — @ 4(R) es un invariante, los tiempos propios'gé'starén en la relaciéon

R

elaci@nes inversa:

un numero fijo.de BN ondasipericdicas.de fr
—

Yy R que y 3
[ &)

por lo que sera e - ; ;3' ~ @ g"

S L4 O
: R\2 /O 2
v T iLz
—_— == = = Cte
v T
2
Esta ecuacion se puede expr@r tamb@ un po débil como
{?S av _ {an :
& v N T2 ¢

Es decir, los relojes serva@s atras%@{éﬂando aumenta la gravedad. Una onda
electromagnética p edenf® del Sol ‘cbﬁ'una frecuencia fija, se vera en la tierra
corrida al infrarroje&s

e &

W0

Es importante magizar €/jtoncepto de @bservacion. Los relojes situados en diferentes
ubicaciones tr; rrely con su t/empg% ropio. Las relaciones relativistas se aplican
solo cuando_s@ kac edidas de observacion desde un marco de referencia respecto
o
&

a otro. @'\br

Si en la tierra un @Ioj se eleva a una altura h, las frecuencias estaran en la relacion

1
L __26m \?

Veo _ [T PRER | _ 6k

Uy, 1— ZCCZ;Zl c?

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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donde g es el valor de la aceleracion en el suelo.

Es decir, la frecuencia es mas rapida en suelo que a una altura mas elevada donde la
gravedad es menor; o dicho de otra forma, el tiempo transcurrq,;nas lentamente en el

suelo, donde la gravedad es mayor. . _&,

A S
Supongamos ahora un cohe te en el'espacio con una aceleracion g y un piloto situado
a una distancia h , respectorao .._.\ base, al le lanza un rayo laser de
frecuencia vy, enl 3_- on-contraria allmovimiento. 2 g;‘

. L5 i st ¥ .
Cuando la velocidad de \ tiempo Agy, el nufgro de'pulsos emitidos
es v Aty,y cuando estos Ilegan la base, 'i ve'ten a velgﬁd gAty,.

’ Ia%se los nte, de@mpo estaran

Por la relativida rvais
'M ._

dilatados enl,éH

por lo que los v, Aty pulsos seran recibjt s dur |em yAty,, de forma que la
relacion de frecuencias observadas pQtefecto dal'a C Iera@p sera

gue nos reproduce otra vez la g;ciégi‘b .

§
&5

o
donde ahoraes @, = g. g7 %:-
&

Este ejemplo muestrdf que presenﬁé de un campo gravitatorio es localmente
equivalente a una a@éleracie constante. Esto llevé a Einstein a formular el principio

de equivalencia. -{;-

o . L. ) 9
stos efectos se- cdmprobado me te relojes atdmicos situados en un avion,
comparando /a&é‘édgs con otros similares situados en tierra.

@%"g <o
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Propagacion de la luz en un campo gravitatorio débil estatico

La deflexién de la luz por un campo gravitatorio débil puede ser analizada teniendo
en cuenta gque esta se mueve siguiendo una geodésica nula en @e se verifique

Entre dos p

integral
g (dt
dr
0 Stdt

4" 2,72 é}
aL da;oL
@ ) @RS

(&) :
dr ERTE

por lo que debera ser

Q
e
U
) M
~——,
FFrETy

¥
§
> — L

Por tanto, se ver.

siendo

dl = \/dx? + dy? + dz?

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Los rayos siguen aquellas trayectorias en que invierten el tiempo minimo entre dos
puntos cuando se mueven con la velocidad de fase local vy.

Esto es anadlogo al principio de Fermat, cuando espacio se compeorta con un indice de

refraccion variable o {5,
3 ‘IQ Gmo
n(r).= 3 :‘;q‘-i‘,’-".+ o ‘
. _-'q‘ i. __ -& b Y
Veremos mas lante, que este ir e refrgecion r@fm ‘Qe proviene de
\ S
que se puede dsociar al espacio una.constantg=dielect @ a permitividad
magnética n = s/en/eoy QUM E y tqQ Q'EO
) Mg, ot
rf—_:‘“"‘x"‘-\\ d o _%b -‘*3- @'
£ S
~ ; O L

La trayectoria del fayo se resuelve en est?so de ﬁn@nil@ptica geomeétrica
rﬁn

Si el movimiento esien un planb, utiIiz@}io CoQ
dada por
& £ L
5 f ?%\/1 +§@:)2dr&
Tla,

DT A
]
y las ecuaciones de EuIer—Lag@nge se red
Sap
G : =
¥ 7
o _

donde ¥ es dl gtg‘que forman el fadio vector y la tangente a la curva, y la
distancia de Qs '

. o . w . .
Esta ecuaa%e édUelve facilment cuadraturas obteniéndose para ¢ en funcién

der

Ry,
+
SE
s o'
g

r

_ + df dr
¢ = o r(r2n2(r) — d?)

To
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Los significados del campo electromagnético

Si consideramos un rayo proveniente del infinito, que toca rasantemente el sol, la
deflexion total sera

Principio d¢

Establece que én un marco de refe a.'.‘/ozs/ﬁ’ es @ﬁ@ub/&l un sistema

uniformemente acelerado de gﬁ;@ﬁmpo grav atoﬁ) local. § ;,? <
. .- = ] o
Ademds, unf marcesde referencia éam grawg? r/cs"e puv'e contrarrestar

localmente {on una a te seq le ﬁﬁnte @rcial.

>

B Az o
Teoria general de la relati\@ad. n;ﬁ'de Einstein
- i ~ Q9

Einstein supuso que la métrica del acio ti@npg, siemEPewse puede escribir de la
forma riemanniana. En la apré’xfmz;@én de @w@débik mos visto que la métrica
viene dada por - £ Q

=

ds? = c?dt? = gaﬁdﬁxﬁ ﬁ

1\y Jap=0si a#p

4

%

%
n

;2 —dx? — dy? — dz?

=

con lo que sera &

r
o 31+ 255
.gooér +
En adelante elimir\}é’mos%s tildes; ya que de acuerdo con el principio de

equivalencia la metrica perflrbada no&es"ficticia, sino que tiene una caracter fisico
real. Cuando n@-“ refirgmos a la mg"ica del espacio plano de Minkowsky la

denominaremozwo .
e ap

o
Que las mé ‘%‘5 ink@riantes ante trasfermaciones de Lorentz deban ser siempre
riemannian% ur&?ostulado todaé%r}ﬁa Justificacion tedrica satisfactoria, pero es
lo que permite @ha geometrizacion de la fisica, que lleva implicito el principio de

equivalencia y de la geometria de Minkowsky.

"ﬁ}”’.ﬂ‘r;'rr
Il

\

Rt

Sin este tipo de métrica en la naturaleza, el mundo seria muy distinto. Mas alla de su
simple apariencia, el que entre puntos del espacio infinitesimalmente préximos, se
cumpla el teorema de Pitdgoras, parece que encierra otras leyes mas profundas, a

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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parte del principio de continuidad de Leibniz, que permite formular las leyes fisicas
con campos eliminando las acciones a distancia.

Premonitoriamente Clifford (1849-1879), ya vio en la geomggtria riemanniana la
posibilidad para fusionar la geometr/a y la fisica, afirmando qg? el movimiento de la
materia producia ondas que Jodificaba Aila curvatura del ;?‘IO

Los rayos de luz, siguel n siemy 2=0.

20 S re las trayect

(S (723NN

niese d ) le] jana Y pas@ rozadbda é]ferf/oe del sol,
. fle mg/c*rg, que

Como ya hemo&&omentadq‘_dﬁﬁ art/cu skﬁn la e
tiempo propjo =" = :

Esto se pue{je compr
de la tierra, bo&seré,..

2dt
¢ A
* -:?@' $

entonces, las ecuaciones de Eu@r Lagr :{%;presmn
fbdé 297

que corresponden a la aiood cuao n de la parabola balistica.
s

"-l".-'.r' @r ¥

Las particulas se mues@n i > ente ep.f%//nea del mundo segun una geodésica y,
cerca de la superfigie dedfa tierra, siguen una trayectoria en el espacio tiempo
aprox:madamenteuhrcula con radio d §urvatura dado por c¢?/g =~aro luz. Por esta
razoén, las traye s céfta de la supefficie de la tierra son casi rectas en el espacio-
tiempo y se p iderar la superficie de la tierra como sistema inercial, ya que
los efectos d@bv itaefon son débiles correcciones relativistas pequenias.

La presencg"}&e O@mno Yoo difere 1 en la parte temporal de la métrica, hace
que el tiempo revolucion de una orbita se vaya retrasando Si integramos, por
ejemplo, las ecuaciones de Lagrange-Euler para una Orbita planetaria circular, el
periodo se retrasa un dngulo de 6 =~ 4Gmg /c*rg.

Esta desviacion ha sido observada en el retroceso del perihelio de Mercurio, que esta
lo suficientemente cerca del Sol para que sea necesaria una correccion relativista.
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Un hecho relevante es que, al sequir las particulas las trayectorias que maximizan el
tiempo propio, el concepto de fuerza de la fisica clasica desaparece. La materia crea
distorsiones en el espacio-tiempo y las particulas siquen las trayectorias geodésicas
para la cuales el cuadrivector de aceleracion es nulo. r{",’"

etismo, en que las cargas siguen las trayectorias
'na que no -tiene por qué maximizar el
) conceptq:ﬁ'e la fuerza de,orentz. Esto

smo se@_ﬁ' dos i;;z@ leyes fisicas

hace que la gra
conceptualment

Si tenemos en clenta que el Iaplaoarﬁ)\ is-* f oroo@ urv tura local de
Gauss, la ecuaomlasma del i -- lidad lo que

nos esta rehttﬁnaql@ da pc@@% ‘B-rgeometn’a del

espacio tlenfpo con 2

&

4.. .
raee leog\]‘mlg ﬁ 1%9 ‘Dlogwllgl
af = x"‘xﬁe ax” ”’b o 0x9
siendo los simbolos de Chrlstothg ‘QJ .

y su contraccion

donde |g] el valo&i{;bsolu del determinante del tensor ggg.

=Ll . . .
Las lineas geodé%as vienen dadas por las curvas que hacen minima la distancia entre

. M P, _
dos puntos @a& es nula la Zg;ﬂde 6 fpl ds = 0.
Aplicando la aédones de Euler-Lagrange a la anterior variacion, obtenemos
d?x® 4 Fia dxP dx°
a5z Tz as

que es equivalente también a que se anule la aceleracion cuadrimensional en dicha
trayectoria.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Es importante observar que Rgg y I estan determinado solo por las derivadas
primeras de los coeficientes g,z del tensor métrico.
La curvatura local viene dada por la contracciéon del tensor dergurvatura

&
)

£

S\trayectoriaszde las /Cu(as sujetas a la
0. geodésjcas en @spﬁ@o riemanniano,
/én eq&flva/e éoa/ vimiento en un

ctore uer@,s que actuan

/namu@:’ ?arecéb el movimiento

ta ggl rm/n por la métrica

prime der/vébs.qgten @ﬁwetr/co. Por tanto,

un sistema no inércial es equ1va/ente ala gbnsfor [} a un sistema inercial
con una métrica rienmaniana.

— *¢
La existencia de una métrica riemag@iana es@ ha§ ctible el principio de
equivalencia. = ,,g ,;:"h

-

La ecuacion Ryz = 0 es eduival e, ené r a@maaon de campo débil, a
V2@, = 0, ya que en este caso-$0lo es rq-p

&
¥

3
La condicion de anulaoo&.‘del t?or d

-‘f',.-:.'?/mfﬂ

F 2
& OQ?@;? =Vego, = — Vz(bg

que es la ecuaaor@'e LapJ\&e para el c;t ncial gravitatorio en el vacio.
Ademads, com Q |vadas espa dx‘/ds son despreciables frente a
dx®/ds ~ 1\,@& @n de mowmlent iene dada s por
‘Q‘ c 20
@% &7 _ _ 7 Yoo _ _v
@) dt2 2 oxt %

que corresponde con la ecuacién de Newton en el limite de un potencial gravitatorio
débil.

Se define el tensor de Einstein por
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aa
a=pr__%p
G i

Einstein postuld que, en el vacio, los coeficientes gqp verifican las,ecuaciones
¥

o — &
&

G que satisfa‘c\é. la anterior ecuacion, se
1«.‘.‘?‘3' 3 las trayiémr/as que cg./}rordaran con

pueden determinar lasie
las de Newton e

4 ’§ ..,‘_
Sabemos que la,invarianza relati 3 'mpone en%ﬂe un tensor
simétrico de —En Casoade p eséaaa de existiré un tensor de
energia-momento: T, T,?P d dao@ energia, T*°/c

la densidad de momento,\y L erg/a
'

Einstein postulo que, en presencia de @é« ria, CI que determinan las
Jap Vienen dadas p?_r la ecuacion

@“’ &

Una vez encontrado un sistema d Jap G t e Ig=ahterior ecuacion, se pueden
determinar las curvas geodésicasipara laqas%y?nas. L7/
w
& X

L5
En la aproximacion de campe’ ravitatofio €bi
&

o
'-...b R

y se obtiene la aprox:ryz%/on I@Wton/a
Q S
f? o V2@, = 4nGp,

o
Consideremos  el&¢aso ple de una distribucion homogénea de particulas sin
interaccion queb% paralelamen  cada una de ellas con un momento igual a

§ P = mo‘u = )¢ ,ymotl) = (mc, p)
La denadaé% %uente vendra dadaper
N =nyU = (ynyc,ynoti) = (nc,p)

donde n, es el nimero de particulas por unidad de volumen en el sistema de
referencia en reposo.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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El tensor invariante de energia-momento de la materia sin interacciéon vendra dado
por

T2 = payb = pusub o
siendo p la densidad observa e léf"
e o
que incluye los efecto: Ie raccion ?‘I’espac%en'-iardlrecaon del
movimiento - e .S %)
Para el caso déun fluido con una presion! i @sor de energia-
momento, los elementos fuera de, la di '-dela al toman la
expresion é) ,Q.
h
qu'* 2
Puesto que la dlvergenaa del tensor en@'\a im er ula si la materia esta
en un sistema cerrado, seré entonces ==
Yy
L .Q

. %&? g
y de aqui también se pueden obt@fier la eéaa@s de@co.wm/ento

Las ecuaciones de Einstein t&nb/e @ en rivar a partir de un principio
variacional.

obtener a partir de la variacion de

" 1 5
@;‘3 Q? 8S, = Wg“ﬂ\/mw‘x =0

que nos lleva a
Ga’B = 0

que son las ecuaciones de Einstein para el vacio.
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Para la obtencién de los anteriores resultados, se hace uso de las siguientes relaciones

841l _ a4/1gl dg _

59 0geF 09ap

Las ecuaciones de campo de Einhstein, pég una @maégm y carga q se pueden

L. =
resolver, dando como resultado

O

- =’%B’ y & g%

De esta ecuacién se desprend&&e el §Q"De la Apergia del campo eléctrico en la
distorsién del espacio dec? con L&?ji@ﬂcia s rapidamente que el efecto
gravitatorio & 4

AP :
Campo electromagnético en u

4

N B
Si- consideramos q;;fﬁ can&'f'o grav&g{%{o se le superpone un campo adicional

representado por u agrap&ana, como p ede ser el campo electromagnético

A

c

&

& ‘-& L. === FF,
‘ga _"? cl | % ap
donde F,p es ekf€hs Iectromagne‘ucx_%

@}\%U Q‘f“‘ wﬂﬁ — O Ag

y A =(0,4) el potencial electromagnético.

N

La lagrangiana total en un campo gravitatorio sera entonces

1
L=ER\/|9|+Lc

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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y la variacion de la accién nos dara

1 1 1 68(L
8S f < G ( CM))ag“ﬁ ‘x =0
Q >

~Ten Jy\16n " T g 09
. &

con lo que se obtiene la ecuacion o

siendo

Las anteriore’s—eeug\h diene
las ecuaciones del I
constantes las variables

o VR )
] C 0 e@r gné % influye sobre
tatorio, ygs que e/zda riacigf¥ se mantienen
troma@inético N\¢ Q.
o A~ KA NN
Si se quiere conocer, como el campo gravitgtorio mﬂwe@) r@varlables del campo
electromagnético, se tiene que hacer l@ariaci Op#e’ la fgnciones de campo A%,

cuyas ecuaciones de-Euler-Lagrange né@'ﬂeva a~ Q@ O

7 R
el £
9AR aéa ¥

Se define como derivada covaridfite de @ fffaion mo

]
que nos determifig.Jas etlaciones del po electromagnético en presencia de una
campo gravitatomdy yaague en la variacioh, hemos mantenido constantes las variables
del campo gr. ol :

La derivadg%vaa@te sustituye Mda normal siempre que nos encontremos
con una geoméetda riemanniana, y ella misma ya tiene en cuenta el cambio de
orientacion de los ejes al pasar de una posicion a otra del espacio riemanniano,
incorporando todas las propiedades de la geometria diferencial del espacio.

Una ecuacion tensorial que emplea la derivada covariante es invariante para todas las
métricas riemannianas de coordenadas curvilineas espacio temporales.
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Principio general de la covarianza

El principio de equivalencia de la relatividad general establece que si S y S* son dos
sistemas fisicos, cualquier relacion funcional F entre magnit@es fisicas tensoriales
%.. Que expresa una ley_dewla naturaleza, tienen Iajﬁi‘sma forma invariante

ndo s rmacién de uno a otro

'
®u
> O
\")
Do
7 a.@)sor% El teorema
fundamental _de%q.,ﬁens_ esta e.qu a relaclg @oria/ anula en un
sistema de oor?'i'i’hqdas ntonces s€'a 3 af pasar s@ mellb'a otro sistema
de coordenadas equivale (/]

Para aclarar signific riapg supongamos que
hacemos una transformacion ;’_3..
=

definiéndose

Ny NS = 85

Si una ecuacion que representa una ley fisica viene representada por una expresion
tensorial de la forma

F(0%,..,0,0%,..) =0

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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entonces, el principio de la covarianza establece que su forma funcional se mantiene
cuando se hace una transformacion tensorial covariante

F(0%,..,0,0%,..)=0 . o
siendo la relacion de transformacion:de:le s magnitudes tenspﬁ es
2 5056 &
1 ﬁ’ '
LY Aayap@a(x'c) :O ‘:;f
/ , 0 | e
Por @' (x%®") se indica que la forma de dep ncia #&‘ncion h%'s a x* después
de la transformacién puede ser disti e ) res%ko' K, ‘O

En el caso de

a la matriz de Lorentz A, = £%;. - o :5? 2
" P Py §
Relaciones de tr’ansfqrmacilgh co@@es@

S @
El vector (dx*) es un vector contravagf@nte ya (aé s& ans a de la forma
b &)

. ~g Q s

(Lg@u plangtde niski, | n@!riz de@ﬂs&aci(ﬂ%‘ﬁ; se reduce

& o
m‘“%“\ =W‘fax @ 0p0 0
g & 75
g ax_a}
5’& &9 = 5w = N %0
>

El Jacobiano J_i(%’ la é&nsformaci" se define como el determinante de la
transformacién_% _‘:? '
&

En geometria Ee@s espacios de Riemann, el elemento métrico debe ser un invariante
ante las transformaciones por lo que se verificara
ox* oxF

ds? = g ppdx®dxP = gupdx®dxP = g Wmdx“‘dxﬁ
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por lo que el tensor métrico se transforma como un tensor covariante

. dx®* dxP o an B
9 ap = YGap 32T 0xF AS Aﬁ\ Jap O o
o
: &
=)
Port tanto, se verifica f
ﬁ’ l-
il o
| ¥ 0
o también : 45‘ @-ﬁs (%)
g At S . %] Q}

N
siendo el d

ermir;fm g
Debe tenerse.en cuenta‘gue

¥y & ~ 3
. ﬁ;’ L &
<0, yadglue el @se.b.-métr' de Minkowski es

negativo |gy| = —1, y su signo-es un in@"ﬁante J@ra maciones como una
propiedad de todosdos determinantes. &= > @

Una propiedad importante, e_s_qtf deriva’d .tg\:/’arj del tensor métrico es

siempre idénticamente nula

e, e R o
é:: gaQ—E {P
El elemento de volumen d= dx“@@rg% ansforma de acuerdo con el

Jacobiano de la transformaci@ como ¥
g @
- ., N
gue se puede rescribir %bmg\:&)mo !_grel_
¥ & Vi

o
Un densidad tenséa‘w’él Q)“&e transforrr
. —y . ¥
del Jacobiano d¢ a@rmaoén

g @ . .
o8& ool .
K& o o
© == A
Vigl lgl
Puesto que 4/|g| se comporta como una densidad escalar, si @' es una densidad

tensorial @Y./, gl es un tensor. A la inversa si @% es un tensor, entonces +/ |g|@" es
una densidad tensorial.

on invariante

como un tensor multiplicado por el inverso

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



15 Teorias métricas del campo electromagnético

Para que una integral de volumen sea invariante, el integrando debe ser un densidad
tensorial, ya que esto garantiza la invarianza numérica, como en el caso de una
densidad escalar @

4
f 0 dn &
5
De acuerdo con la 46 define |13%divergencia de un campo

vectorial contrav.

iR R & o Y
‘ - u .‘Eﬁa | ' ‘o
dlo % A% =W (T 0 % o (4T
El rotacional ?e%c 0 = AW
(W ]

Existe una K‘w_l

componentes constantes iguales en va@
son nulas e N

isi Eé% é\/ari con todas sus

absolg; ;}y«@e slswderivadas covariantes

donde g4p,,, €5 el tensor de L
en caso contrario, igual al sig&:i) dela Wracio

0s componentes son iguales, y
- [aBua].
Su forma contravariante,$ una d'eE\sid orial antisimétrica con todas sus

: . .
componentes constante&jﬂual@en vilor soluto, y con sus derivadas covariantes
son nulas L 2 )

A partir de d

t L '
un tensor ¢ {5;. w
@)

; 1 1
Taﬁ = Eeaﬁuagﬂw = Egoc[?;w\/ |g|FHe

" 2Tyl

1 1
Fap — —Ee“B“"T* = gal?uag:u*a
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Los significados del campo electromagnético

Sistemas no inerciales en rotacion

Consideremos que respecto a un sistema inercial en reposo S, con coordenadas
cartesianas (ctg, Xg, Yo, Zo). S€a S un sistema en rotacion con #pecto a Sy, cuyo eje

Xo = TCoSQ,
Po =@ + wt
i i = t“ml,iha.

El elemento

ds?

— (2 |, 20852 et 2 2
= (c? — w?r?)dt? — (dr +r§(p + <p§+d@'

1‘&
El tiempo propio enLUn'punto fijo del @ema naﬂi if@ en es
¥

~— T g@—#

lo que nos indica que los intervdlos de @n@)bs

dos sucesos que ocurren cog el mis@

opio en el sistema movil pero

situados en puntos fijos a distancias r; y la relacion
r
o
=
53
& &-\'}'At
. . ] L
Debido al termino ¢ffizado dpdt en la
acopladas. Si se r{%efine coordenada 1
S* como & £
3 o

e
ST
=, +c2—w2 g

entonces la métrica toma una forma diagonal

w? r?
ds? = (1 - C—2r2> cdt*? — [ dr? + Wd(p2 + dz?
1

c2

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



15 Teorias métricas del campo electromagnético

Se denomina marco de referencia a un sistema de coordenadas que preserva el orden
temporal de los sucesos conectados causalmente. Todos los marcos de referencia son
igualmente validos, ya que las coordenadas no son mas que una forma que de
etiquetar de forma ordenada los sucesos que ocurren ellos. r{",’"

corresponden agmedidas de intervalos
como ya wmﬁen el capltulo de teorfas
] dlferenqg exacta, y por,tanto, no es
rdenada tempg odfal smdﬂa% en todos los

able’ a@odo sp o Eo existe una

A VA
entonces se obtiene una métrica dmgg?él en e%-pu@ ":}'
L
ds? = dt*? — (dx*? + dy*? +£%*2) + 2&({? y o — (x* — x)dy*)dt*
Obsérvese que no hay dilataciond@dial, Ln, e isma en S,,S 0 S*, lo cual

siempre se puede hacer mldlen con @da ecalibrando las medidas para
compensar los efectos de la fueiiza cen r@

transformacioén qﬂ?al = : _‘ barg@’ en se hace la
transformaciﬁﬁm;{& —— W 3
' ' -’.J-
€ | o 8 S"
N S ST
& S

Se puede explicar la form | tensor meth ndo en cuenta su relacién con las
medidas efectuadas desde&)s sistemas ¥|Jo S0 y vl S.

Se define por dl la parﬁ-espah | del e{em{gn’to métrico medido en S
P QJ diz = dbcﬁ'iﬁdy + dz?

iy
Sea S; un 5|stema§'e meg_&é en reposo. @stantaneo en un punto (r,¢@) de S, y dl la
medida de dlsta,uﬁsyealﬁada entre dos puntos préximos en S;.

En la direccid hir Ia medida de distancia dlenS; entre los puntos (r + dr, @)
y (r, @) serd déy coincidira cop adida efectuada también en S,. En cambio,
la distanciadly e los puntos (r, @) y (r, ) perpendiculares al radio, tendra
que ser, teniendo en cuenta la contraccion de Lorentz vista desde el sistema inercial

en reposo Sy, ya que se mueven con velocidad perpendicular la direcciéon de la medida

v2 v2 w?r?
rde = 1—C—2dl= 1—?dl=dl 1- 2
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Los significados del campo electromagnético

Por tanto, la distancia dl medida en el sistema S; entre dos puntos (r + dr, ¢ + dg)
y (r, @) sera

Or‘tﬂ-&

cronometrié\,‘,'ﬁos tiempos medidos no
Lintervalo de tigmpo medidQ gn S, para un
e en(r, ), r- ‘. / “‘ 1 € nﬁﬁijnter\r}aﬂ %’uempo At, que
teniendo en cuefita t@ [ po%ﬁe Lore@, sﬁfndré que

WL S&§

| —y
SO
7
. FY @

w9 2

Si comparamos con 18 métri hild er\ﬁj nadgglilindricas, vemos
que el elentento métrico,en_el.si torio g ek&ensor{métrico tiene como
componente temporal - : ) O -.,Lb'
SRPC A >
S o o g o
g‘_m ~ 1§c2 _&?-‘_{,cz ,‘9\

gue en mecanica clasica se aéé’cia con, g or fuerza centrifuga.

| E
Un observador fijo 0,, en §Psistema rotatorio, S “@ribuira la diferencia de los intervalos
de tiempo propio en @" pun@ fijo §)m ebido al efecto de un campo escalar
¥ :

gravitatorio > e
F & W
> 3

_ ar/TES6. 00 A, [1+20.(n)/c? _ |1 w?rt/c?
dr = dty/1 45 Q)c&‘?C = B (Tr20.00/3 T [T w2/

s |
Sin embragz%ﬂbb q\'/ador 0, situadc en el origen del sistema fijo S,, atribuira la
diferencia d rviﬁ al movimien Bimatico relativista de la transformacion de la
ecuaciones%o@iriﬁ'\tz entre el sistema.Sy’y S con la velocidad angular v = wr

At, 1—v3/c? 1— w?r}/c?
dt = dt1—v?jcz = —2= -
! vi/e Aty \jl—vlz/cz 1— w?r?/c?

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



15 Teorias métricas del campo electromagnético

Esta equivalencia se puede expresar de la forma

dt dt dt dt
= U d =
J1-v%/c?2 1 - w?rz/c? J1+20.(r)/c? —w?r?/c?
Sistema inercial fij Sistema no ineil:-ral rotatorio
- ¥

Para una transformacion .gef

ds? = dx° x“dx/:e x%dxP
o O
por lo que se puade identificar @ 33*

El tensor

m tncoien-' _ [
cilindricas p Ia matriz -,
. ) x S,

siendoa, B = x% 1,0,z {3
Obsérvese que la matriz del teﬁr’mét '

M&
T
&
se pude escribir taﬁen??ensor métrice en coordenadas cartesianas como

0 -1 0

& &m
& 0o 0 -1
Las curvas geddésicas en S para el movimiento de una particula libre vienen dadas
anulando la variacion de la integral del | elemento métrico

d(p d(pdt dz
— — 2 _ 02.2Y 42 _ 2 2
0—6fds §J<(c w?r?)dt (dr +r e + 2w Trdr +dT2)>dT
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Los significados del campo electromagnético

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para la variables r, ¢, t, z reproducen las conocidas
ecuaciones de la mecanica clasica para las aceleraciones centrifuga y de Coriolis en
sistema S

¢y
¢
)
&
&y »
~
§ Lo

La velocidad u' b ))en's é;)ecto 484
ek &

£ i -
Si escogemos un- iste’;ma de inercia S, =k
instantdneamente ef? reposo, entonce@
tanto dx§/0x° =0." @' EJ' ? :0
Puesto que la medidas se realizan £6n reglasentfe’ dos ptntos de forma simultanea,
es conveniente definir el tensor mélrico espd@al &

dl‘gg(dxfﬂd 2 W7 g’yijdxidxf

Puesto que &-”
R 3 0x
dl 02 = %X(I,{ = W B
entonces sera é}"
y 8
o

_0xg0x) OxfOxy  0x( 0xg
901 = 5x09x1 ~ ax0 axl _ 9x° ax!
_ 0xJ0x) Oxkoxk

99 = 9xi 9x) ~ 0x o)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



15 Teorias métricas del campo electromagnético

Se define, como los potenciales vectores a

e %0 __Goi _ o
P ooxt T (0x) [Goo 7
(ax") {5?

De acuerdo coni| de determinan:

¥ = || verificaambién la relacion

< O
™ 7
El elemento - S de% Q?'
dl%él \'?’

-

Dividiendo por dt se obtiene
tiempo en el marco inercial fijo, gar

&

2
u& j
go(}::.||r v ) (dx®)? — y;;dx‘dx’

a el tiempo propio con el
ueve en S con velocidad (ub)

siendo ba' &’

Para un pun&“?‘}e (u' = 0), recupe :".v os la relacién obtenida anteriormente.

En coorden%s ciﬁir;\dricas seran i

Enrique Larrea Bellod
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Los significados del campo electromagnético

w?r?
CZ
0 i3
0> &
\ohe
1/ 22
Las anteriores ecu retar Iog‘;:-‘tiempos de otra forma

Consideremos un observador 0, thuaTGL : ICIOﬂ Ju@b con la partlcula
(v=0). Enelti i

M = 271% med téa/ador fijo 0,
}wﬁqﬁe : fopio encfﬁ POSiCi § pagticila tendrd que
5N Ci |V|d§r

situado en e
estringida para

haber variado de acu
el tiempo propio & I icula

R
Para el observador 0, situadg_-,ezzg oaao&pﬂun@ la particula (u = 0), el

campo gravitatorio centripeto @ com po campo centrifugo @, de
forma que las fuerzas se compe?n y seaa(i)ﬁ?- —a;8por lo que sera también
a' L]
Az, t|1+
| B
R

Pero también, se puedeb@nyd?r qu%de [
la particula, el obserl\igpr 0o € mueve en un campo escalar centrifugo, y la varlaoon

de su tiempo propio habra stéo iy
F & &
q%':- ‘_@‘ 2
20.(R J z 2
ta%‘AT“ZAt ®) _nu u2 _r
[} c c w
X2
-K.
y por tanto &
©
w?R?
At, = At, (1 - p

que concuerda con los resultados obtenidos anteriormente, aunque la interpretacion
fisica es distinta desde el punto de vista de cada uno de los observadores.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



15 Teorias métricas del campo electromagnético

La ecuacidon de la trayectoria geodésica en S,para las coordenadas espaciales
cartesianas vimos que viene dada por

_ 10gqp dx® dxF
2 0xt dr dt -

y la ecuacion de la g
b @

o d2 ' Y
23 gij—‘g;—‘ + (C 900 37

d*x7\  c?dggo
% .‘gt T2 oxt

Si se define la Q@rqéln instantanea 5:::
S

¢ G
>4 ol

@)
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Los significados del campo electromagnético

En caso de potenciales estacionarios que no dependen del tiempo

_C_zagoo_ 09, 0 <w2r2>
«

ai= 2

2 0xt  oxi  oxt

: radiem‘e del p%ncia/ escalar.

Impien  una dﬁ‘amulacién lagrangiana y
i..'t* to qugg’una pa)@tr’l?‘ﬁibre sigue la

, <
donde los potenciales vectore;senﬁos. mQ

§ L
En general para un tensor r;gco ggﬁ:?sm@ se puede encontrar una

transformacion x** = x**(x*)_&;' un

refegrancia S*, en el que el tensor
métrico transformado ggp | acomp.gpryg goi se anulen, y por tanto, los
potenciales vectores sean nufgs.
Se puede definir la Iagrang'gna e cula cotho

~moc? [gio ~ viy ')/

siendo néu a,?

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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y la componente temporal del tensor métrico

. _1+2®g_1 w?r?
Joo = c2 - c2 ,g’
Las ecuaciones de Euler-Lagrang finen la trayectoria dé:h particula libre

(v

Se define el mo OEO (:;f
A o &
i " i :Q“lr ‘q
iy, b N
donde ¢; esf cidad cOvariantegie . a Hci qul:éontravariante
bajando el i@fﬁe' inte e etri - qﬁ db
— / qi =-‘L, ij E‘}' é

/
Vemos que la masa r,riei una funcién de‘@oten@s 5@ la v%'fldad
g 21 520 /c2&u? _'h._._awz u?
- i '3'& Q = c?
Q L~

y se reduce la masa relativista é?-ela reIa@da@estrina cuando los potenciales se
anulan. Ademés > *

(
8
¢

Christoffel

& ]
africo, ? puege construir de igual forma los simbolos de
M -

A partir del tensor n’@‘l
&

N3, + i _ 973y
-y dqt gk
L

oy i
y una derivg%ébviﬁante espaciaw
& “

. . . 9A
d.A'(q") & A'(q" + dq¥) — A'(g" + dq") = (aql

i

+ F,:;'Ak> dq' = A", dq"

04;
4.A(6") = 40"+ dg*) — A,(q" + dg¥) = (51— [kl i1°4%) dg' = pdg’
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Los significados del campo electromagnético

siendo

Pi = YD

Las ecuaciones de Euler-Lagrase

donde el primn ¢ a (@D'a la fuerza de

Coriolis.

la ecuacion de la
|emE. el anterior analisis se

Para el movimiento en UR
trayectoria de forma paramétrica, y no c
simplifica, siendo entonces el efementc?étrico

<
Pl = w"ﬁ'dQﬁ = dr&3
—t o

y las curvas geodésicas vienen d@rmin@p@ .

glof

& dx"i)é‘f_ E
d Fa g
siendo ahora (q%) =r§&q2)£’(r, @) 3
Parai = ¢, se ob'g@e g? 3 I
P ;
& 7 4 ( drp) o

[ A7
as &
lo que implt%\dﬁ-
@) dp a(l—w?r?/c?)
al r2

donde a es una constante.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Para i = r se tiene

d’r 1/do d r? a(l—w?r?/c?) d r?
( ) dr\ . w?r? 2r? dr 1 w?r?
Pl .

diz~ 2\dl

En un sistema no inercial deﬂnldo runa r| Ias ecuaciones de Maxwell
adoptan una forma similar al esfécio de%m Skl &cepto que la derivada normal
debe ser sustituida por la deriyada cov arantiza que las ecuaciones se
transformen de una forma nsor|a| nte se cumplan los principios de la
covarianza y de equwaleng{a por los iqu&hin sistema se debe distinguir en la

representacion de la Ieyes&,lcas fundar'$1en es:

La ecuaciones dlnamlcagde c o de Max Il vienen dadas por
¢¢ B
‘:? :]:' \x — J_
&S ? ;

cg
siendo F<B el te@tele&f’omagnetlco

inido en funcién del los potenciales
= AB,a - Aa,B y
S b = il ix
@"\3 &7 J” = po o dx®/dt
donde p, es la densidad de carga medida en un marco local en reposo.
Las ecuaciones cinematicas de Maxwell venian dadas por

aTa,; a:Fﬁ,, 0F,q
0x° + 0x« + 0xB

=0
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Los significados del campo electromagnético

o es su forma dual equivalente

La ecuacion degicontint
implicita en las eCuaciones dindmicas,
covariante de la corriente

también como

3
La ecuacién de la congg.t?acién de Ie§ carga, por el teorema de Gauss, adopta la
s EI' x|
expresion e 5 ‘?L :
¢ & W &
0@'?3;"& gldn =f 4 lgldz, = fﬂ"\/ lgldv
’ o Voo

t1

nte en el tiempo
M lylav fJ"\/l +20./c?\[ydV
Voo

Se define al elemento de volumen espacial dV como

dv = /|ylav = {/|yldx*dx?dx3

gue es independiente del sistema de coordenadas.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Por ello, la carga en un elemento de materia es independiente del sistema del sistema
de coordenadas, si se define como

pdV = pydV,

Q@) Ny

> -
io mpleando el tensor métrico y;;,
Nnso nstante covariante totalmente

se puede definir de ig forma,
antisimétrico de orden trei? '

g

» ~ @
siendo y¥ la lzgrsa de y;;.

L , . . -
Las compo es@ales covarian U tensor antisimétrico, se pueden definir de
igual forma ©@

11 .
F; zzeiij]k =E\/|Y|8iij]k

F*i=leiij_ - L cURFE.

jk — jk
2 2/lyl
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Los significados del campo electromagnético

donde ¢, = €Y% es el tensor antisimétrico de Levi-Civita de orden tres

Una propiedad es que la divergencia y el rotacional de un t@sor antisimétrico son
duales y

forma simila?@_
e

ij 4
cBij:ﬂg{ L

D! gt .

def 0

€0/ Y900 goo

w1y *
y sus duales f= 65’
i~

Con esta notacion, las ecm@ciones de
sistemas no inerciales _ g;
SO

Ecuaciones cinemética§’o coglantes ]
s, o
jk ki 7]
LA T AL T - B
Ox! & 0xJ g 0xk

5 7

JGE; E, 0B
S i
% o 3
Ecuaciones difantigas o contravariantes de Maxwell adoptan la forma
0 .
———= (D' V) =»p
1

T WOHE . 1a
T (A1) = o+ g (D) 0 e 50 = o+ o (01 )

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Obsérvese que las ecuaciones cinemadticas vienen expresadas en funcién de las
componentes covariantes del tensor electromagnético, mientras que las ecuaciones
dindmicas vienen representadas en funcion de sus componentes contravariantes.

Esta distincion entre componem‘es covar/antes y contravar/an,t_f?de las ecuaciones de

. Py i f '--b,} 3
El cuadrivector de I3, fuerza electromagnética ven Efﬂo por %dem@tia covariante
del momento R / o

Debe entenderse qtﬂ'e F, es el camp@tque acty s&e I ticula de forma que se
desvia respecto a su trayectoria libre S|gu gédés' finida por

7 ?ag (;} 625
ari
Ri

La fuerza esta definida por /a;? gompon @f s del tensor electromagnético.

Ello el es debido a que end espaootm iemann general, U, = gopUF =
dx®/dt yanoesigual a d&/dr

At

Debe mantenerse estalﬁ'stln entr@e Uaciones covariantes y contravariantes, ya
que en un espaci f’ﬁetrl% pueden re _representar ecuaciones fisicas distintas. No
mantener esta diﬁ m;ép provocado mucha confusion en la literatura, y en la
interpretacion d%: enomenos fisico como el efecto Wilson, como veremos mas
adelante. Q'g ;

Y o it
Cuando Ios?ﬁ( aled vectoriales dinami licos no son nulos hay que ser cwdadoso en
riables del camptre

la definicio 3
el campo d@#&e é.fque crean sobre“éina-Carga de prueba.

En el caso de un marco de referencia en el que los potenciales vectores dindmicos no
se anulen, es conveniente considerar las componentes covariantes como la magnitud
fundamental, y definir

Enrique Larrea Bellod
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E! . 1 .
— d=efg:'0l cB? déf—gijkfFJk
oo 2
i . "
= e, Bi & ~ Uk,
Yoo * ‘ 2° * .{P

HE = \[TgTueBLS

;] def M]'

g ) :
Las ecuaciones cigématicas cov e well em;gﬂ vacio,:@l?gﬂn entonces la
forma dada por € v ; -9 O\
' o O
~

626

a otacion. Efecto Wilson

emas moviles, definen los tensores
en el sistema S giratorio como

é’b & , EY  E?
é’ ?g 0 —cB? cBY
'.:5:, g, ; 0 —cB*
=~ cBY c¢B* 0
ia% a.? cDY c¢D*
S —H? HY
& 0 i
X {5* H* 0
© cP, cP, \

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Las ecuaciones de Maxwell seran entonces

627

siendo ademas

es la velocidad é% p a giratorio S respecto al sistema fijo Sj,.
= !

UtiIizandonEﬁor étrico, se obti hiforma vectorial las ecuaciones de Maxwell
gi

en el siste 'kﬁrio

@ = -
V-B=0
VAE=0
. 1. . -
V-D=p—c—2V-(uAH)
VAH=]+VA@AD—uAdAH)
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Las relaciones de constitucion en S toman la forma

€u U 4o
- 1)—/\

2_/52) (foﬂo c? é‘ab
e Uh sistema en rghoso S,, que ve como el

En cada punto x/d
respecto al cual @ic

transformacion N&rﬁentz ! {q <
ﬁﬁ%‘“ 3 Vzu’g:(: )
s v 3| &
@ L

siendo

o
L
134 - a
donde L, esla matna a\/ers@ L%

|

=

2
wrrrrdles

h

1

e

El campo electroma?j’ﬁmo @’sstema@;e@i‘.&stema S, se transformara como

'Ib - —
& & bL-ik
S 7 B=B-viunk
El paso del sis Syl S se realiza me :'-!::5 nte una transformacién normal de Lorentz,
considerand i punto (x,y) en=§;'Se estd moviendo respecto a sistema S con
una velocio%e%hﬁ w* = —wy, '
y —yu*/c —yuY/c 0
e — —-yu*/c 1+ —-Du*u*/c? (y — 1) u*ur/c? 0
Fo —vu/c (y—-Du*uY/c? 1+F-Duwu’/c?2 0
0 0 0 1

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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El campo electromagnético del sistema S; al sistema S, se transformara de acuerdo
con las ecuaciones que ya vimos en el capitulo de teorfas de los sistemas moviles

14 &9
E=y(E,+uAB u-Ey) uy
y( 0 0) 2(}/—1)( 0)'-5-"'
y2 \%
=D )
De igual forma que dnh'el 0 de teorfas el sistemas fmoviles, se pyeden definir los
tensores electro eticos-en la mat(?' : Yy M que sg W5 ormaran de la
misma manera que el tensor electromagt Fap ,g' 58‘ O

el campo electr
. e
relacionados de acu

— ———— - Hyll
l% c2(y+1) 0
Las relaciones de constitucié S: 5%E§.= ulE*se transforman localmente en el

sistema Sy, de acuerdo constas mismas rationds¥le constitucion de Minkowski que
obtuvimos en el capitulo d@de teorfas de lossi as moviles para bajas velocidades
&

q g 8
e i ﬁ?)(f-ﬁ “a)t
)y ]
R (‘fuﬁo (1-5)- (1) (;‘_ZAEO_C“_Za.ﬁOa»
(1%_ oko

W
Las densida@ %}, rizacion y mag

S .

@ .3 1_)_, - 1/ eu U o
Po—y(P+§u/\M)~(e—60)E+; 60#0—1 EAB
o =y~ B ~ = (=) Bt L e o) 0B
0o =Y( u ) == 0 n #6# €olo 2
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Los significados del campo electromagnético

Las anteriores ecuaciones, pueden resolverse para obtenerse unas relaciones de
constitucion en la forma

%ntes €,u, y radios
ol

Considera
m, T, que rota da S Q@ campo magnético
externo B, constanLe en la direccion dgkgje. La ﬁtpnes d&Maxwell en el sistema

fijo Sy, seran entonces

terior relacion de constitucion

Do(Ey, By, i), se obtiene && dentro de campo eléctrico sera
&
R |
@+u 0" 2 =0 n<r<mn

&

'I‘b St
De igual forma, _@Hodu?ﬁdo en la eau

constitucion Ho( \go,@se obtiene que.
&

acion VAH, =0, la anterior relacion de

Introduciendo esta Ultima ecuacién en la penultima, se obtiene que el campo eléctrico
en interior del cilindro es radial e igual

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



15 Teorias métricas del campo electromagnético

Este campo radial crea una diferencia de potencial AV entre las caras del cilindro

forentz. directandénte dgts:(ile wy'punto S al
: IIVIdaN strm%(aa, cﬂajéndnamos que
¥ o' O
ki Mﬁr? @ 1-“9"
Y o P O
= wbtenga@mr &&1a relatividad
c@da ' los resultados
&
7 ha %o un ntal realizar las
transformaciones pasando por el sstema@eraa Epe osonstantaneo, asumiendo
el principio de la Cronometria y dnengva/ q os ha llevado a una

confirmacion experimental del principle de eqzmra/qlaa relatividad general para
un sistema no inercial en r..otacioﬂ. {? ‘3’ Q

I o)
>0 @J
Foton masivo '&,"g ‘g’*‘?

Si a la lagrangiana del po electrofagn libre se le afade un término
proporcional al cuadradod®e los potenciales ores, se obtiene la lagrangiana de
Proca g %:' 8

¥ SN

& Lé@——?“é*‘j—" +e0c2x2ﬂﬁﬂ
/g. G

Las ecuaciones dQ. I\/Iaxvégfl vendran |
resultantes de | respecto al
el término de i é’\ nos da como t

; J#

X0 e

@ Cgo
Si se desprecia el efecto de la gravedad, D, se convierte en la derivada normal y, si se
supone gue no sélo existe una carga puntual g estatica situada en el origen, la

anterior ecuacién se reduce a

as por las ecuaciones de Euler-Lagrange
)S potenciales A%, que considerando incluido
ultado
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Los significados del campo electromagnético

V20 + K20 = — L §(%)
€o

gue integrada nos da

4
e~k -t:b
]

4

r .é.
s

L *"':f‘ |
L §C|on_§onda&;9e&j potencial en el

&8

Si consideramos
vacio sera

i APE 0 s 9
- _'m ! g @ ';"h"w @
|'r_ ﬁ 5 @'
que en el caso de una o se de@@v ar
L > Q EJ
: o= 2 c?k*Qy + &
. y,
Por la ecuacion relativista que liga la en@a CWM anterior nos indica
que, sila energia esihw y el momentogk , la g ladagiebe ser hi .

El término de Proca, daria tambiéngugar a é’d%eleor@agnéticas longitudinales
ademas de las transversales. . 4:? Q é
Las ecuaciones del magnetismo é‘éambié m@ian, Gpara un dipolo m magnético
situado en el origen seria i g . ::l? .

4 _,

I A
EB(x) = (3%(¥ E@ —m) (1§|—

por lo el campo magné@"o de@ también ex|
==

b ."'

Esto modificaria, po &emp@z’ el comhér&miento del campo magnético de la tierra,
supuesto que tiengé?n ! on dipolar.
£ :

-~ a
Con la precision las miedidas efectuadas por satélite dan actualmente un limite
muy bajo para ¢ Stiese.

Si el foton BFa do una masa apre siable, todo el electromagnetismo seria muy
diferente y at@ habria colapsado por el corto alcance de las fuerzas de Coulomb
y del magnetism&z)

Sin embargo, se ha demostrado que toda la electrodindmica se desarrolla a partir de
un sistema de paridad covariante de particulas cargadas de espin Y2, imponiendo una
simetria de fase global interna U(1) que sea también local (principio gauge).

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



15 Teorias métricas del campo electromagnético

Geometrizacion del campo electromagnético

En las teorias clasicas del campo electromagnético, el concepto de fuerza (fuerza

electrodinamica de Lorentz) se sigue manteniendo, por lo quegb/ electromagnetismo

tiene un cara’cter fisico diferentesele.la-gravitacion. La interac’ébn de la materia con el
e, Ty .

Fueron Kaluza y Kleim;:
fuerza, sugiriend
electromagnétic@ A,
la existencia de @ha adicional cuarta dimens C espﬁ' és de la cual se
manifiesta el e/ectromagnet/smo gug/r/e?i'_' u tensor teic® se e modificar
en presencia de Myqps elegi ofmag pEtiCos rmSQ L+ ]
[ : :
S &

<
Fods &

donde g es el tensor metrlco del espacigiemp [ es el tensor métrico
extendido a una cuarta dimension espe;' adm&l av e la que se manifiesta

R | / esp o—t/emp{ ello postularon

el campo eIectroma@netlco tb

, o N ¢:~
En analogia con la teoria general d re/at/ ‘H’a/uzi? Klein postularon que para
el nuevo espacio ampliado, la estpactura delfe fi n@-/a accion es la misma que

la de la relatividad general, y queﬂadoptaﬂi‘fonb ‘P
donde R es el radio de cuﬁatura de Rk:a p ra"8 nuevo espacio ampliado, G es una
nueva constante que d mren‘@? mas%gdelan"te y ¢ es el determinante de la métrica
habitual. a.;- _:f.

cons P ey amenson e e tho espc .
onsiderando que f& nue &pd|men5|oqé es de tipo espacial, entonces g,, debe ser
positivo y ‘g es negativo. ? ﬁs

Se supone ade%qu&, J4s €5 UNA c@%tante y que gup Y A, no dependen de la
]

coordenada (ﬁu@ dimension x,
o
% . . 8 . % . .y ..
También K&hiza y;@é/n asumiero la*hueva dimension tiene una extension finita,
de forma que sé&enrolla sobre si misma de forma cilindrica con un radio r, cuya

magnitud es muy pequefia e inobservable.

Con estas suposiciones, se demuestra que la anterior expresion para la accion se
reduce a la suma de las acciones de los campos libres gravitatorio y electromagnético
ya definida en secciones anteriores
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Los significados del campo electromagnético

1
= 4 —_ - aﬁ
fd Syl +452F Fap)

donde Fyp = OgA, — 0qAp s el tensor electromagnético de M.g\xwell.

Existen ademas las relaciones o

| NS
ediceglingun 1Mo ff nuevo y es
! falsacién de

te r muy atractiva
al oculta parece

El inconveniente gee esta teoria
inverificable -

: sa cierltffica
que sea conceptUalmente. Ademasuna ‘Qeérta dingensidn es
as-antiguas S. rias de

ghs £ &j‘a‘? Q

Wheeler encontro una solucion part/&ar no an deg ecuaciones de Einstein
I

S
o
o]
D
=
S
o
)
S
D
=Y
QO
(%)
()
)
Z
3
S
©
3
o o
S Q3
D
S
WS 3 8
3&%
3
-
S
[0)
=,
%" °

¥ mitid determinar unos

acopladas con el -campo electropgagnéticGy le
&cor@‘

potenciales electromagnéticos y U, ensor tri ibles con ellas

(LI

“ﬂb 87TT

Interpretd sus resultados asimilando /a tnas gragitacional a una perturbacion espacial
que procede de la enefgia amacenada [ ‘Campo electromagnético, y que se
concentra con una for@e toray al es@b/e or periodos de tiempo suficientemente
largos comparados cqg;/os tjenpos carqt%/st/cos del sistema. Wheeler llamé geones
a estas acumu/aoo@ de @?ﬁrg/a electromagnética que poseen una masa inercial y

una posicion /oca/@'da e@ espacio. 5?
;ll 3

ﬁ‘?

Se han fop dofsptras muchas jas geométricas del espacio —casi todas

inverificabl eéwenta/mentew;)resentar las propiedades del campo
electromagneétic de las partictfas” cargadas. Sin embargo, no existe todavia

ninguna teoria cuantica satisfactoria sobre la masa inercial y sus valores fijos para las
particulas elementales. La cuantizacion del campo gravitacional lleva a los gravitones
que son bosones de espin 2, que todavia no se han podido detectar
experimentalmente.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



